SS 19 H. Herrmann

3. Ubung Komplexe Analysis IT

1. Aufgabe
Es sei U C RY offen und a € U ein Punkt. Weiter sei 6,: C;°(U) — C definiert

durch 6,(p) = ¢(a). Zeigen Sie, dass 6, € D'(U) gilt. Zeigen Sie auBerdem, dass es
kein f e L'(U,loc) gibt mit d,(¢) = [, fedV fiir alle ¢ € C°(U).

2. Aufgabe
Es sei f: C2(R) — C definiert durch f(p) = S35 (—1)* (a%gp) (k).

(a) Zeigen Sie, dass f wohldefiniert ist und f € D'(R) gilt.
Fiir n € N sei f,, € D'(R) definiert durch f,, =3, _, %cﬁz mit 0 wie in Aufgabe 1.
(b) Zeigen Sie: lim,, . fr, = f in D'(R).

3. Aufgabe

Es sei h,g: R = R, h(z) =1 fir > 0, h(z) = 0 fiir < 0 und g(z) = 1(|z| + ).

Zeigen Sie: g, h € L'(R,loc) mit 2
)

5,9 = h und aa—;?g = Jp in Distributionen. (Hier ist
do wie in Aufgabe 1.

4. Aufgabe
Es sei U CC C offen mit C*-glattem Rand bU und sei f € C5°(U) eine Funktion.

(a) Benutzen Sie die Identitdt 1dz A dz = dz A dy mit z = = + iy und den Satz
von Stokes, um zu zeigen, dass

, 0
. f(z)dz = ZZ/U <%f> av

gilt.

Man betrachte P, Q: C§°(C) — Cmit P(y) = f{\z|2<1} pdV und Q(y) = 1 fozw o(e?)ei? dp.

(b) Zeigen Sie: P,Q € D'(C).
(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass £ P = —@ in Distributionen gilt.
Es sei nun f: C — C, f(z) = 5= In(|2]), fiir z # 0.

(d) Zeigen Sie, dass f € L'(C,loc) gilt mit (88—;2 + ;—;) f = do in Distributionen.
(Hinweis: Wihlen Sie R > 0 hinreichend grof§ und verwenden Sie (a) mit
U=U.={e<|z]| <R}, e>0unde — 0. Benutzen Sie auflerdem g—;—%;—; =

82



5. Aufgabe
Es sei U = (0,1) € R. Fir f € C§°(U) definiere man f,: U — C, f,(z) =
(Lsin(n’z) + 1) f(z), n € N.

(a) Zeigen Sie { fntnen € WHU) mit f, — f in der L*(U)-Norm fiir n — oo.
(b) Zeigen Sie, dass df" fiir n — oo in L*(U) divergiert.

Gegeben sei [ € L2(U, loc) mit kompaktem Trager in U und a%f € L*(U,loc) in
Distributionen.

(c) Zeigen Sie, dass 8%]‘ kompakten Triiger in U hat und folgern Sie f € W(U).
(d) Zeigen Sie, dass es eine Folge {f,}nen € C§(U) gibt mit f, — f in der
W(U)-Norm fiir n — oo ( d.h. f, — f und % — % in der L?(U)-Norm).

(e) Gilt die Aussage in (d) auch fiir f =17

6. Aufgabe

Es sei T: Dom(7T) C H; — H, ein dicht definierter Operator zwischen zwei Hil-
bertraumen. Zeigen Sie, dass der adjungierte Operator 7*: Dom(T*) C Hy — H;
abgeschlossen ist.

7. Aufgabe

Es sei T: Dom(T) C H; — H, ein abgeschlossener dicht definierter Operator
zwischen zwei Hilbertraumen und F° C H, ein abgeschlossener Unterraum mit
ran(T) C F. Beweisen sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) ran(T) = F,
(i) 3C >0Vf € FNDom(T*) : || fllz, < CIT*fl a1, -

8. Aufgabe
Es sei U C C" offen und ¢ € C*(U,R). Fiir ¢ > 0 betrachte man den Hilbertraum
H, = L;(U,¢) wie in der Vorlesung definiert und Ty : Dom(T,) C H, — Hgyy1 mit

Dom(T,) = {f € H, | 0f € H,,, in Distributionen}

und T, f = df in Distributionen. Dabei sind 9: D,(U) — D41 (U) und v, : Dy 1 (U) —
D,(U) definiert durch

S 0 0(,0
a_jzldzj/\f)_ij und vy = Zazj 87:] E)Zj)
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und fiir f € H, und g € H,; gilt f = g in Distributionen genau dann wenn

/(J(g,a)de/(J(f, voa)dV

fir alle « € D441 (U) gilt.



(a) Zeigen Sie, dass T} ein abgeschlossener, dicht definierter Operator ist.

(b) Zeigen Sie, dass ran(7,) C Dom(7,+1) mit T}, 0T, f = 0 fiir alle f € Dom(7},).
Folgern Sie ran(7},) C ker T}, 44.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst vy o vy = 0 fiir alle o € Dy (U), ¢ > 0.

Es sei Ty : Dom(T}) C Hyyq — H, der adjungierte Operator.
(c) Zeigen Sie, dass Dy11(U) C Dom(T7) gilt mit T*a = v« fiir alle o € Dy 1 (U).
(d) Es sei g € Dom(Ty). Zeigen Sie: T, g = v,,g in Distributionen.

(e) Essei g € ran(T}, ). Zeigen Sie: g € Dom(7}) mit T, g = 0.

9. Aufgabe
Es sei U C C" offen, p € C*°(U,R) und T, bzw. T wie in Aufgabe 8.

(a) Es sei g € Q%(U) und u € L?(U,loc) mit du = g in Distributionen. Zeigen
Sie, dass u € Q%(U) = C>=(U) gilt.
(b) Folgern Sie ker(Ty) € C*(U) und ker(T_;) C QO™(U) ~ C>(U).
Es seinun n = 2. ¢ =1, U C C? ein Polyzylinder mit Radius 1 um 0 und ¢ = 0.
(c) Es sei

zo , fiir Re(z1) >0

0 sonst .

f:U—>(Cmitf(z):{

Zeigen Sie f € L*(U), f ¢ W(U,loc) und fdz,; € Dom(T}) und berechnen Sie
Ti(fdz).

Sei g € Q%*(U) definiert durch g(z) = z129dz; A dZzs.
(d) Finden Sie u € Q®Y(U) N L2(U,0) mit du = g.
(e) Zeigen Sie, dass es @ € Dom(Ty) gibt mit 73(u) = g und @ ¢ Q%(U).

(f) Beschreiben Sie mit eigenen Worten den Unterschied zwischen dem Fall ¢ = 0
und ¢ = 1 im Bezug auf die Regularitiat der Losungen der Gleichung du = g.
Gehen Sie dabei speziell auf den Fall H*'(U) = H**(U) = 0 ein.

10. Aufgabe
Es sei U C C" offen und pseudoconvex, ¢ € C*(U,R) und 7,: Dom(7,) C H, —

H, 1 wie in Aufgabe 8.

(a) Ist C' > 0 eine Konstante mit Lev(y)(z, X) > C|X|? fiir alle z € U, X € C",
so ist ran(7},) abgeschlossen.



(b) Ist ¢ =0 und U CC C™ relativ kompakt, so ist ran(7},) abgeschlossen.

11. Aufgabe
Es sei G C C" ein Holomorphiegebiet. Zeigen Sie, b,.(G) = 0 fiir alle r > n, wobei
b, (G) die r-te Bettizahl von G ist.

12. Aufgabe
Es sei U C C" offen und ¢ € C*°(U,R), ¢(z) = In(1 + |2]?).
(a) Zeigen Sie: Lev(p)(z, X) > (1 + |z|*) 72| X|* fiir alle z € U und X € C".

Sei nun U zusitzlich pseudokonvex, ¢ € PSH(U) und g € L2, (U,loc) mit dg = 0
in Distributionen.

(b) Zeigen Sie: Gilt C := [}, [g]*e™dV < o0, so gibt es u € L2(U, loc) mit Ou = g

in Distributionen und
ul*e™?
——dV < C.
v (14 ]2[?)?



